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РАСЧЕТ ИНТЕГРАЛОВ ДВИЖЕНИЯ МЕТОДОМ 

НОРМАЛЬНЫХ ФОРМ
CALCULATION OF MOTION INTEGRALS USING 

THE METHOD NORMAL FORM

В данной статье представлен метод Биркгофа-Густавсона построения нормальной формы и существующих приближенных интегралов движения для гамильтоновых систем с произвольным конечным числом степеней свободы. Приведены расчеты для конкретной гамильтоновой системы с двумя степенями. Полученные выражения для нормальной формы и приближенного интеграла движения совпадают с результатами, имеющимися в литературе.
Ключевые слова: метод Биркгофа-Густавсона, гамильтонова система, нормальная форма, интеграл движения

In given article presents the Birkhoff-Gustavson method for constructing a normal form and existing approximate motion integrals for Hamiltonian systems with an arbitrary finite number of degrees of freedom. Calculations for a specific Hamiltonian system with two degrees are given. The obtained expressions for the normal form and the approximate integral of motion coincide with the results available in the literature.

Keywords: Birkhoff-Gustavson method, Hamiltonian system, normal form, integral of motion
Суть метода нормальных форм состоит в том, чтобы преобразовать заданный дифференциальный оператор Гамильтона в ряд, в общем бесконечный, в котором каждый его член представляет простое дифференциальное выражение [1,2]. Представленный подход применим для достаточно широкого класса операторов Гамильтона разной размерности [3, 4].
Рассмотрим классическую гамильтонову систему с произвольным конечным 
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 числом степеней свободы
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 – канонически сопряженные переменные, [image: image5.wmf]11
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Затем, выполняя канонические преобразования [image: image7.wmf](
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, с производящей функцией 
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приводим гамильтонову функцию (1) к нормальной форме Биркгофа-Густавсона [image: image11.wmf](
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 имеет нормальную форму, если выполняется условие
	[image: image13.wmf](

)

,0

DG

xh

=

,
	(3)


где дифференциальный оператор нормальной формы имеет вид
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Гамильтонова функция 
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, представляются следующими суммами
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Здесь величины 
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 являются неизвестными коэффициентами, которые с учетом условия (4) находятся из следующего дифференциального уравнения:
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При помощи разработанной символьной REDUCE программы [5] получаем таким образом производящий полином 
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, которые имеют вид суммы однородных полиномов разных степеней по переменным 
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Для решения основного уравнения (8), введем новые комплексные канонически сопряженные переменные [image: image33.wmf](
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в которых оператор нормальной формы (4) будет диагональным 
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Основное уравнение (8) примет вид
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Линейный оператор [image: image40.wmf](
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 определен в функциональном пространстве всех однородных полиномов степени [image: image41.wmf]S
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 n-мерные векторы. Размерность этого функционального пространства определяется по формуле
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и однородные мономы степени [image: image47.wmf]S
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Тогда решение уравнения (10) в комплексных переменных (9) формально можно записать в виде
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где обратный оператор [image: image53.wmf]1
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Совершая обратное преобразование от комплексных переменных [image: image55.wmf](
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находим нормальную форму [image: image60.wmf](
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 и полином в производящей функции [image: image61.wmf](

)

()

,

S

Wq

h

 в виде однородных полиномов степени [image: image62.wmf]S

 по переменным [image: image63.wmf](

)

,

xh

.

При практических расчетах на ЭВМ [6] ряды вычисляются до некоторой заданной максимальной степени. Тогда нормальная форма (5)-(7) и производящая функция (2) представятся следующими усеченными рядами:
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В работе [2] доказано, что существует [image: image66.wmf]()
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 приближенных независимых интегралов движения вида
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где [image: image68.wmf](
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 есть любой n-мерный вещественный вектор такой, что выполняются условия
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где матричные элементы [image: image71.wmf]ik
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 – целые числа.

Выполняя обратное сложное преобразование от конечных переменных [image: image72.wmf](
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 в исходном гамильтониане (1), используя выражения для производящей функции (16), находим все имеющиеся независимые интегралы движения.

Рассмотрим неинтегрируемую систему Хенона-Хейлеса с двумя степенями свободы [7] описываемую функцией Гамильтона:
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В данной работе для функции Гамильтона (18) был вычислен приближенный интеграл движения, согласно представленному методу:
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Далее было проведено сравнение с результатами, имеющимися в литературе. Полученные выражения для нормальной формы и приближенного интеграла движения при значениях параметров 
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 совпадают с результатами, приведенными в статье Ф. Густавсона [2].
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